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平面のベクトル 

例題 1 内分点，交点（１） 
別解：メネラウスの定理の利用 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 三角形 ADC と線分 BE 上の 3 点 B，P，E について，P は BE と DC の交点だから， 

メネラウスの定理より， 1
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これと
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よって，点 P は線分 DC を 2：5 に内分する。 

ゆえに， 
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例題 2 内分点，交点（２） 
解答補足 
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÷
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より， 

AC
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 よって，BF：FC＝6：5 

 

別解：チェバの定理の利用 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 三角形 ABC と 3 点 D，E，F について，BE，CD，AF は点 P で交わるから， 

 チェバの定理より， 1
CE
EA
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DB

=××  

 これと
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 よって，点 F は線分 BC を 6：5 に内分する。 

 ゆえに， AC
11
6AB
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5AF +=  
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補足 

メネラウスの定理とチェバの定理をまとめて覚える方法 

三角形 ABC の辺を AB，BC，CA と表し， 

それぞれの辺の内分点・外分点を P，Q，R とすると， 

比の取り方は下表となる。 

辺 内分点・外分点 比の取り方 

AB P AP/PB 

BC Q BQ/QC 

CA R CR/RA 

すると，メネラウスの定理の式とチェバの定理の式は， ´ ´ 1= と統一できる。 

後は， 

外分点の数が偶数のときは，「チェバの定理より～」 

外分点の数が奇数のときは，「メネラウスの定理より～」 

とすればよい。 
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例題 4 内心 
補足 

三角形の内心のベクトルの求め方を 3 つ 
三角形 ABC の内心を I，辺 BC,CA,AB の長さを cba ,, とする。 

求め方 1：内角の 2 等分線の性質を利用  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

直線 AI と辺 BC の交点を D とすると，AI は∠BAC の二等分線だから， 

 BD：DC＝AB：AC＝c：b 

 よって， ACABAD
cb

c
cb

b
+

+
+

= ，BD＝
cb
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 BI は∠ABC の二等分線だから，AI：ID＝BA：BD 

これと BD＝
cb

ca
+

より，AI：ID＝c：
cb
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+

＝ cb + ：a 

 よって，AI＝
cba
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++
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+
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= より， 
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補足 

A,B,C とは異なる点 O を定点にとると， OCOBOAOI
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求め方 2：2 等分線を単位ベクトルを用いて表すことを利用 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ABの単位ベクトルをAB' ，ACの単位ベクトルをAC'とすると， 

AB' ＝
c

AB
，AC＝

b
AC  

∠BAC の二等分線は線分 B’C’の中点 M を通るから， 

∠BAC の二等分線のベクトルAI は正の実数 k を用いて， 

AI ＝ AM2k ＝ ÷
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 ①，②より，
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 これを①に代入すると， 
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求め方 3：面積比を利用 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

内接円の半径を r とすると，△IBC：△ICA：△IAB＝
2
ar

：
2
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：
2
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＝a：b：c 

\△ABC：△IBC＝ cba ++ ：a 

 ここで，辺 BC を共通底辺とすると，△ABC：△IBC＝AD：ID 

 よって，AD：ID＝ cba ++ ：a \AD：AI＝ cba ++ ： cb +  ADAI
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5 領域の表現 
別解：成分表示ベクトルから解く 

(1) 
 直線 OA を x 軸，直線 OB を y 軸，O を原点，A ( )0,a ，B ( )b,0 ，P ( )yx, とすると， 
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よって，条件より， 1
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a
x

， 0³
a
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b
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ここで， 0>a ， 0>b とし，点 P が動く部分を図示すると，次のようになる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

よって，求める面積は四角形 ABB’A’の面積であり， 

三角形 OAB と三角形 OA’B’は相似比が 2：1 の三角形だから， 

四角形 ABB’A’の面積＝三角形 OAB の面積 － 三角形 OA’B’の面積 
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0,0 >< ba または 0,0 <> ba または 0,0 << ba として，同様にしても 

四角形 ABB’A’の面積＝ S
4
3  

ゆえに，求める面積は S
4
3  

(2) 
 直線 OA を x 軸，直線 OB を y 軸，O を原点，A ( )0,a ，B ( )b,0 ，P ( )yx, とすると， 

 

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
×+÷÷

ø

ö
çç
è

æ
×=

+=

tb
sa

b
t

a
s

ts

　　

　　
0

0

OBOAOP

 

 これと ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

y
x

OP より， ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
tb
sa

y
x

 \
a
xs = ，

b
yt = （ 0¹a ， 0¹b ） 

よって，条件より， 642 £+£
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a
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ここで， 0>a ， 0>b とし，点 P が動く部分を図示すると，次のようになる。 
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q=ÐAOB とすると， 

三角形 OCF の面積 qq sin
2
1sin

2
12

2
1 abba =÷

ø
ö

ç
è
æ×= ， 

三角形 ODE の面積 qq sin
2
9sin

2
36

2
1 abba =÷

ø
ö

ç
è
æ××=  

より，四角形 CDEF の面積 qqq sin
2
18sin

2
1sin

2
9 ababab ×=-=  

これと，三角形 OAB の面積 qsin
2
1 abS = より， 

四角形 CDEF の面積 S8=  

0,0 >< ba または 0,0 <> ba または 0,0 << ba として，同様にしても 

四角形 CDEF の面積 S8=  

ゆえに，求める面積は S8  
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補足 

切片と直線の方程式・平面の方程式 
 x 切片を a ， y 切片をb とする直線の方程式 

1=+
b
y

a
x

（ ba, は 0 でない実数） 

 
  証明 

   A ( )0,a ，B ( )b.0 を通る直線の方程式は， bx
a
by +-=  1=+\

b
y

a
x  
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x 切片を a ， y 切片をb ， z 切片を c とする平面の方程式 

1=++
c
z

b
y

a
x

（ cba ,, は 0 でない実数） 

 
  証明 
   A ( )0,0,a ，B ( )0,.0 b ，C ( )c,0,0 を通る平面の方程式を srzqypx =++ とすると， 

   srcqbpa === より，
c
sr

b
sq

a
sp === ,,  1=++\

c
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b
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a
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8 内積／垂直（２） 
垂線の足のとらえ方 

解説補充 
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OYOX
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XOYcosOYOX
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XOYcosOY
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OXXOYcosOYOH

2
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×
=

Ð
=

×
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=

Ð
=

×Ð=

　　

　　

　　

　　

 

 

参考：シュミットの正規直交化法 

正規直交基底 

 ある空間を作り出す元となるベクトルをその空間の基底という。 

とくに基底が互いに直交し合う単位ベクトルの場合，それを正規直交基底という。 

 つまり， 

基底{ }nuuuu ,,,, 321  が正規直交基底ならば，
( )
( )ïî

ï
í
ì

¹=×

==×

jiuu
jiuu

ji

ji

　　

　　

0

1




 が成り立つ。 

正規直交基底のとり方はいくらでもあり， 

たとえば， 

xyz 直交座標系の各軸上の単位ベクトル
÷
÷
÷

ø
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ç
ç
ç

è

æ

0
0
1

，
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

0
1
0

，
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

1
0
0

は正規直交基底の 1 つである。 

シュミットの正規直交化法 

正規直交基底でない基底（たとえば斜交座標系）を正規直交基底に変換する方法に 

シュミットの正規直交化法というものがある。 

では，この方法を用いて，正規直交基底でない基底， 
すなわち「大きさが 1 でない」または「互いに直交しない」基底{ }naaaa 


 ,,,, 321 を 

正規直交基底{ }nuuuu ,,,, 321  に変換してみよう。 
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手順 1： 1a を 1u に変換する。 

  1
1

1
1 a
a

u 



= とするだけでよい。    

 

 
手順 2： 2a を 2u に変換する。 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

                   よって，これを 1
1

2
1 b
b

u





= に代入すればよい。 

 手順 3： 3a を 3u に変換 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 11322332 coscos uauaab 
×-×-= qq  

 よって，これを 2
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3
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b
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= に代入すればよい。 
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9 多角形 
ア 別解 

三角形 ABD について余弦定理より， 

[ [
baba

×-+=

Ð-+=

2

BADcosADAB2ADABBD

22

222

　　　

 

 これと b


== ADBD より， babab


×-+= 2
222

 
2

2a
ba



=×\  

 1=a より，
2
1

=× ba
  

 

10 外心 
(2) 別解 1 

 外心は各辺の垂直二等分線の交点だから，辺 CA の中点を M，辺 CB の中点を N とすると， 

 CBNO,CAMO ^^ より， 0CBNO,0CAMO =×=×  

 これと 

 

( )
( )

2
2
34

2
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2
1
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2
1
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2
1

CACBCA
2
1
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2
1CBCA
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--=

÷
ø
ö

ç
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ø
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ç
è
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×+÷
ø
ö

ç
è
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×+÷
ø
ö

ç
è
æ -=

×
þ
ý
ü

î
í
ì

+÷
ø
ö

ç
è
æ -=

×
þ
ý
ü

î
í
ì -+=

×-=×

ba
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ba

ba

ba

ba

　　　　

　　　　

　　　　

　　　　

　　　　

　　　　

 

 同様に， 

( )

2
99

2
3

CBCB
2
1CA

CBCNCOCBNO

-+-=

×
þ
ý
ü

î
í
ì

÷
ø
ö

ç
è
æ -+=

×-=×

ba

ba

　　　　

　　　　  

 より， 
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02
2
34 =-- ba すなわち 438 =- ba  ・・・① 

0
2
99

2
3

=-+- ba すなわち 9183 -=- ba  ・・・② 

①，②の連立方程式を解くことにより， 

45
28,

15
11

== ba  

別解 2 

CA の中点を M とすると CA⊥OM より， 0OMCA =×  
これと 

( )

COCACA
2
1

COCA
2
1CA

COCMCAOMCA

2
×-=

÷
ø
ö

ç
è
æ -×=

-×=×

　　　　　

　　　　　  

より， 

0COCACA
2
1 2

=×-  

よって， 

2

2

2
2
1

CA
2
1COCA

×=

=×

　　　　

 

2=  ・・・① 

また， 

CBCACO ba += より， 

( )

÷
ø
ö

ç
è
æ-×+×=

×+=

+=×

2
32

CBCACA

CBCACACOCA

2

2

ba

ba

ba

　　　　

　　　　  

ba
2
34 -=  ・・・② 

 ①，②より， 2
2
34 =- ba  438 =-\ ba  ・・・③ 

次に，CB の中点を N とすると CB⊥OM より， 0ONCB =×  
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これと 

( )

COCBCB
2
1

COCB
2
1CB

COCNCBONCB

2
×-=

÷
ø
ö

ç
è
æ -×=

-×=×

　　　　　

　　　　　  

より， 

0COCBCB
2
1 2

=×-  

よって， 

2

2

3
2
1

CB
2
1COCB

×=

=×

　　　　

 

2
9

=  ・・・④ 

また， 

CBCACO ba += より， 

( )

2

2

3
2
3

CBCACBCACB

CBCACBCOCB

×+÷
ø
ö

ç
è
æ-×=

×++×=

+=×

ba

bba

ba

　　　　

　　　　  

ba 9
2
3

+-=  ・・・⑤ 

 ④，⑤より，
2
99

2
3

=+- ba  9183 -=-\ ba  ・・・⑥ 

 ③かつ⑥より，
15
11

=a ，
45
28

=b  
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例題 11 0OCOBOA


=++ cba  
(2) 別解 

 ( )OB1OAOH tt -+= ， OCOH k= とおくと， 

( ) OCOB1OA ktt =-+ より， 0OCOB1OA


=+
-

+-
k

t
k
t  

また，条件より， 0OCOB
3
5OA

3
7 

=++  

 よって，

ï
ï
î

ïï
í

ì

=
-

=-

3
51

3
7

k
t

k
t

  

 これより
4
1

-=k  OC
4
1OH -=\  

 


